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4.4. ハミング符号
ここでは、線形符号の例としてハミング符号を取り上げる。4.1章で説明
した単一パリティ検査符号は符号語の成分に生じた１個の誤りを検出す
ることができる線形符号であった。これに対し、ハミング符号は符号語
の成分に生じた１個の誤りを訂正することができる線形符号である。
　ハミング符号のパリティ検査行列Hは、零ベクトル以外のすべての
Fm
2 の列ベクトルを並べて得られる。すなわち、Hはm× (2m − 1) 行列
であり、ハミング符号の符号長は n = 2m − 1となる。たとえば、m = 3

の場合のハミング符号のパリティ検査行列は、

H =

1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1

 (1)

となりその符号長は、n = 23 − 1 = 7となる。次に、No.2のプリントの
p.2の定理を適用して式 (1)で与えられるパリティ検査行列Hに対応す
る生成行列Gを求める。そのために行列 (1)に対し以下のように行基本
操作を施す。

(i) １行目を３行目に足し込む

(ii) 2行目を３行目に足し込む

(iii) ３行目を１行目と２行目にそれぞれ足し込む

その結果以下の行列 Ĥを得ることができる。

Ĥ =

0 1 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

 (2)

基本変形を行って得られた行列 Ĥも元の行列Hと同じ線形符号を与え
るパリティ検査行列であるので、この Ĥに対して定理を適用すればよ
い。すなわち、

P T =

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

 (3)
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として、生成行列Gは以下で与えられる。

G = [I4 P ] =


1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1

 (4)

従って、情報ビット u = (u1, u2, u3, u4)に対する符号語 vは、

v = uG = (u1, u2, u3, u4, u2 + u3 + u4, u1 + u3 + u4, u1 + u2 + u4)

で与えられる。この時、パリティ検査行列の性質により、任意の符号語
v に対し

vHT = (0, 0, 0)

が成立している。送信者が情報ビット uに対し符号語 v = uGを送信し、
通信路でエラー eが発生した場合、受信者の受け取る受信語 rは

r = v + e

となる。このとき受信者は、

s = rHT

を計算する。sは受信語 rのシンドロームと呼ばれる。受信語のシンド
ロームが s = (0, 0, 0)となる場合、受信者は「通信エラーなし」と判断
し、rの最初の 4ビットを情報ビットとして受け取る。それ以外の場合
は誤り訂正を行う必要がある。受信者の誤り訂正の方法について説明す
るために、行列HT の第 i行のベクトルを h′

iとし、

HT =



1 0 0

0 1 0

1 1 0

0 0 1

1 0 1

0 1 1

1 1 1


=



h′
1

h′
2

h′
3

h′
4

h′
5

h′
6

h′
7


(5)

と書いておく。ハミング符号 (m = 3)の場合、h′
1, ..., h

′
7は、零ベクトル

以外の F3
2のベクトルをすべて並べたものとなっている。また、第 i成分
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のみが 1でそれ以外の成分はすべて 0の 7次元ベクトルを eiと書くこと
にする (例えば、e2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0))。eiは第 iビットにのみ誤りが生
じる場合の誤りベクトルを表している。受信者は、受信データ rのシン
ドローム s = rHT を計算し s ̸= 0の場合は、s = h′

jとなる jの値を
j = 1, 2, .., 7の中から見つける。その値を j = j0とするとき、受信者は、
r′ = r + ej0と受信語の誤りを訂正した後、r′の最初の 4ビットを情報
ビットとして受け取る。このような誤り訂正を行うことにより、1個の
誤りが生じた場合でも正しい情報を受け取ることが可能になる。実際、
符号語 v = uGを送信し誤り ejが発生した場合、受信語は

r = v + ej

となるが、この場合のシンドローム sは

s = rHT = vHT + ejH
T = ejH

T = h′
j

となり、
r′ = r + ej = v + ej + ej = v

と誤り訂正することにより符号語 vが正しく復元されている。
　以上、m = 3の場合に受信者の処理を説明したが、一般のmの場合も
全く同様に考えることができる。

5　演習問題

問１．　実ベクトル空間 (R上のベクトル空間)において以下を計算しな
さい。

(i) 10
2

[
1 1 0

]
=

(ii) [
1 0 1

]2 1

1 0

1 2

 =

(iii) [
1 −1

] [1 2 1

3 1 1

]
=
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(iv)

A =

1 2 3 4

0 1 1 1

1 1 2 5


のとき、AT を求めよ。

(v)

a =

10
1

 , b =

21
1


の時 aT bを求めよ。

問２． F2(２元体)上のベクトル空間において以下を計算しなさい。

[
0 1 1

]1 1 0

1 0 0

1 1 1

 =

問 3．以下の表のA,B,Cを埋めなさい

送信ベクトル v = (A, 1, 0)

誤りベクトル e = (1, B, 0)

受信ベクトル r = (0, 1, C)

問 4．以下は単一パリティ検査符号を使って送受信を行った時の送受信
者の動作をまとめた表である。

1. v1、v2を求めなさい

2. r1、r2を求めなさい

3. 誤り判定の欄を埋めなさい

4. 受信者の動作の欄を埋めなさい

情報ビット u1 = (0, 1, 1, 1) u2 = (0, 0, 1, 0)

符号語 v1 v2

誤りベクトル e1 = (1, 0, 0, 0, 0) e2 = (1, 1, 1, 0, 0)

受信語 r1 r2

誤り判定
受信者の動作
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問 5．C = ⟨(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)⟩F2
の生成行列Gとパリティ検査行列H

を求めなさい。
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